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Gail Botond”

Debrecen

,»AA semmibdl egy 1j, mas vilagot teremtettem”
Hogyan értette ezt Bolyai Janos 200 évvel ezelGtt?™

Bevezet6 gondolatok

A 2023. esztend6ben kivételesen sok jubileumunk volt. Elég Csokonaira,
Petéftire, Madachra gondolni, vagy grof Andrassy Gyulara, és kiemel-
ten a nemzeti imadsagunk, a Himnusz megszuletésére. Kolesey Ferenc, a Debre-
ceni Reformatus Kollégium neveltje 1823. januar 22-én tett pontot .4 magyar nép
givataros sazadaibil alcimmel irt kolteménye végére Szatmarcsekén. Nincs még
egy olyan vers, amely az elmult 200 év alatt a magyarsagot ilyen mélyen megszo-
lit6 1élekverssé valt volna. Van azonban ebben az évben még egy rendkiviili, s6t
vilagrasz6lé matematikai évfordulos esemény is, amely szerényen huzodik meg
az unneplések soraban. Bolyai Janos, a Marosvasarhelyi Reformatus Kollégium
egyik kitiné diakja is éppen 200 éve rengette meg a matematika alapjait, és ezzel
Gj fejlédési palyara allitotta e diszciplinat. Ot a vilagon valaha élt jelent3s mate-
matikusok k6zott a tiz legnagyobb langelme kozé soroljak.

" DSc dr. Gail Botond (Vamosatya, 1946) didkévei a Debreceni Reformatus Kollégiumhoz
és a Debreceni Kossuth Lajos Tudomanyegyetemhez kétédnek. El6bb matematika—fizika szakos
kozépiskolai tanari (1970), majd lelkészi oklevelet szerzett a Reformatus Teolégiai Akadémian
(1976). Thomas F. Torrance tanitvanyaként az Edinburghi Egyetemen egy évig képezte tovabb
magat a teolégiaban (1976-1977). Teolégiai doktori fokozatot a Debreceni Reformatus Teolbgiai
Akadémidn szerzett a természettudomanyok és a teologia kapcsolata témaju disszerticidjaval
(1985), és 1987-t6l a Debreceni Reformatus Hittudomanyi Egyetem (DRHE) dogmatika tanszé-
kének professzorava valasztottak. 1993-ban megalapitotta a Hatvani Istvan Teologiai Kutatéinté-
zetet, 2008-ban pedig megszerezte a Magyar Tudomanyos Akadémia doktora cimet. 2001-t61 2014-
ig volt a DRHE Doktori Iskolajanak vezetje, valamint a Doktori és Habiliticiés Tanacsanak
elndke, 2008 és 2010 ko6zott az Orszagos Doktori Tanacs alelnoki tisztségét toltétte be. 2015-
ben a Kolozsvari Protestans Teoldgiai Intézet tiszteletbeli professzorava valaszottak, 2023. mar-
cius 15-én pedig Széchenyi-dfjat vehetett at a Magyar Koztarsasag elnokétsl. Szamos egyéb tudo-
manyos egyestleti tagsaga mellett 16 kbnyv és tobb mint 300 tanulmany szerzdje.

“ A tanulmany térzsrésze a kovetkezd kétetben jelent meg: Gaal Botond: A zdrt vildg felnyi-
tdsa. Faggelék: Kérd6 Kalman: Természet, természetleiras és matematika. Debreceni Reformatus
Hittudomanyi Egyetem, Hatvani Istvan Teolbgiai Kutatékézpont, Debrecen 2007, 69-78.

A tanulmanyt a Debreceni Szemle 31. 2023 /4-es szama kozolte; az itt olvashatd szoveg ennck
a tanulmanynak szerkesztett valtozata.
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Bolyai Janos matematikai modellvaltasara emlékezve mi is csatlakozni kiva-
nunk a hazai neves jubileumokhoz. A Magyar Tudomany Unnepe kapcsan sze-
retnénk ezt az 0j szemléletli eredményt méltatni. Pontosan 20 évvel ezel6tt valt
hivatalossa a Széchenyihez kotheté november 3-1 datum, a Magyar Tudomanyos
Akadémia alapitasa 1825-ben. Két évvel korabban, de pontosan ehhez az id6-
ponthoz kotédik a mi megemlékezésiink is. Osszefoglaljuk, milyen kiillénds és
jelent6s tudomanyelméleti esemény tortént akkor.

A modellvaltast el6készité események

Egy 2100 éves id6szaknak a lezarasat a cimnek valasztott mondat jelzi, ame-
lyet Bolyai Janos az édesapjahoz irt levelében fogalmazott meg 1823. november
3-an. Hosszu tehat a torténet. EISbb vissza kell menntunk Eukleidész! E/emzek cimi
mivéhez, amelyben Kr. e. 300 koril foglalta 6ssze az addigi matematikat és le-
fektette annak axiomatikus alapjait. A geometria axidémarendszerében leginkabb
a 11. axiéma volt szembetiin6.” Ez a 11. axiéma meglehet6sen makacs probléma-
nak bizonyult.” Hovatartozasa mar a 4. és 5. szazadban is komoly fejtérést okozott

! A neves 6kori matematikus neve gorogiil valéban Eukleidész. Altaliban a nemzeti fordita-
sok, igy a magyar is a latin forditasok révén az Euklidész nevet valasztottak. Manapsag sokan va-
lasztjak a hivatalosan is elfogadott Eukleidész format, masok viszont megmaradtak az Euklidész
alaknal, mert a magyar szészarmazékok is erre vezethetSk vissza, pléldaul euklideszi geometria
stb. Mi is inkabb ezt a format fogjuk hasznalni.

2 Itt nem részletezziik ezt az axiémarendszert. A térténeti és elvi részletek megtalalhatok
A zart vildg felnyitdsa cim@ kényvem 35-49. oldalain. Annyit azonban el kell mondanunk, hogy az
Alexandriaban dolgoz6 Euklidész Elemek cimi eredeti mive elveszett, de a gondos és éles elmék
a fejikben 6rizték meg tartalmat nemzedékeken at. Id6szamitasunk utin a 4. szazadban egy Theon
nevl matematikus jegyezte le, s mivel ez is elveszett, egy masik matematikus, Proklosz irta le Gjbol
emlékezetbdl az 5. szazadban. Ezt a széveget 6rizték aztin meg az arab tuddsok, és majdnem
ezer év utdn az arab és latin forditasok alapjan, majd pedig az Gjbdl el6kerilt Theon és Proklosz
altal készitett gorog széveg alapjan készitettek egy immar j6 latinsaggal megirt valtozatot. Ezt
1482-ben adtak ki Velencében, s ez szolgalt az egész eurdpai tudomanyos gondolkodas alapjaul.
Valészindleg e konyv ismerete alapjan valt altalanossa a wore geometrico kifejezés, amelyet attél
kezdve a tudomanymuvelés alapjanak tekintettek, tehat a ,,geometria médjan” elvet minden tu-
domanyban érvényesiteni kellett. Ekkor vette kezdetét Eurépdban is az axiomatikus gondolko-
das minden teriilleten. A geometria volt a minta.

3 Csupén arra hivjuk fel a figyelmet, hogy az elhiresiilt 11. axiéma Euklidész mGvében még
5. posztulatumként szerepelt. Posztulatumnak a goérégok azt tartottak, amit eleve megkéveteliink
altalanos elvként a vitaban. Az axiéma pedig olyan alaptételt jelent, amelyet a szemlélet alapjan
elfogadunk, és annak igaz voltat nem vitatva minden tovabbi allitasunk bizonyitasanal arra ta-
maszkodunk. Mivel Euklidész eredeti 5. posztulatuma alaptételnek is tekinthetd, sét a 4. posztu-
latum is, a késSbbi korokban ezt a kett6t atsoroltak a mar meglévé 9 axiéma utani helyre. Igy lett
az ugynevezett euklideszi axidmarendszer 11 tagt. Ezért szoktak olykor hivatkozni az 5. posz-
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Theonnak és Proklosznak. Ok voltak annak a két évszazadnak a legjobb matema-
tikusai. A gond az volt, hogy val6jaban tételjellege van, amelyet be kellene, be le-
hetne bizonyitani, s ez sokakban keltette azt a gyanut, hogy hatha nem is axiéma.
Prékopa Andras matematikus megemliti, hogy Proklosz szerint mar Ptolemaioszt
is foglalkoztatta ez a kérdés a 2. szazadban, aztan a 9. szazadi arab tudos, Al-Nirizi
kommentarokat irt Euklidész egész els6 konyvéhez, Naszir Eddin (1201-1279)
pedig a kévetkez6 szellemes atfogalmazasat adta a 11. axiomanak: ,,Ha egy gérbe
minden pontja egyenl$ tavolsagra van egy adott egyenestdl, akkor ez a gorbe
maga is egyenes”.* Végiil Bolyai Janosnak és Nyikolaj Lobacsevszkijnek sikertlt
megoldania a nagy kérdést. Az eseményt tobben a matematika kopernikuszi for-
dulatanak nevezik.> De mi tortént Bolyai el6tt?
A 11. axiéma igy szol:

»IKoveteltessék meg, [...] hogy ha két egyenest Ggy metsz egy egyenes, hogy az
egyik oldalon keletkezé belsé szbgek (6sszegben) két derékszognél kisebbek, ak-
kor a két egyenes végtelenill meghosszabbitva talalkozzék azon az oldalon, amer-

re az (6sszegben) két derékszognél kisebb szégek vannak.”

Ez tényleg egyszert allitas, de a megfogalmazasa kissé bonyolult. Az az érzé-
stunk tamad, hogy ez valami bizonyitando tétel, s ezért foglalkoztatta oly sokaig,
talan masfél ezer évig a matematikusokat.

Osszefoglaléan azt mondhatjuk, hogy ennek az axiémanak a vizsgalata két
uton-moédon tértént. A matematikusok egyik része azt akarta igazolni, hogy ez az
axioma — mar talan Theon és Proklosz 6ta — a t&bbi axiéma és a posztulatumok
logikai kovetkezménye. Mas gondolkodoék pedig tgy ragadtak meg a kérdést,
hogy éppen a szikségességét probaltak bizonyitani, vagyis azt, hogy elhagyasa
logikai ellentmondasokhoz vezet. Makacs feladatnak bizonyult. A 11. axiéma
»nem engedte”, hogy kibillentsék az axidmak kozil, és a mi Bolyaink erre figyelt
fel. A gorogok szellemi nagysagat dicséri, hogy a késéi utdkor egyik tabora sem
érte el céljat.

Kozben viszont az tortént, hogy a bizonyitasi probalkozasok alatt ezt a nehéz-
kes allitast nemcsak a 13. szazadi arab tudésok, hanem késébb masok is sokszor
atfogalmaztak, és az azzal egyenértéka allitast vizsgaltak az eredeti helyett. A tobb

tuldtumra, amely igaz is, de valéjaban a 11. axiémardl van sz6. Mi is 11. axiémaként emlitjik azt
az elvi problémakort, amely Bolyai matematikai munkassaganak fémjelz&je. Magyar iskolakban
parhuzamossagi axibmanak is nevezik. Bolyai Farkas ezekdl a ,,paralellaktol” évta a fiat, nehogy
sok id6t ,,pazaroljon” rajuk.

* Prékopa Andris: Bolyai Janos forradalma. In: Természet Vikiga 133. (2003), 1. killénszam,
Bolyai-emlékszam, (3-21), 10.

5 V6. uo. 3.
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mint egy tucat atfogalmazasbol példaként a harom legismertebb valtozatot emlit-
jik meg:

a) egy egyeneshez a rajta kiviil fekvé ponton at (az egyenest és pontot tartal-

maz6 sikban) csak egy parhuzamos huzhato;

b) a haromszog szogeinek Gsszege két derékszog;

) vannak hasonlé haromszogek: ha egy haromszég minden oldalat azonos

aranyban valtoztatjuk, a haromszog sz6gei nem valtoznak.

Az elsé megfogalmazas lett a 11. axiéma leginkabb kézkedvelt valtozata, ezért
kaphatta a parhuzamossagi axiéma elnevezést. De még ilyen formédjaban sem lat-
szott igazi axiomanak, mert végul is nem ellendrizhet a gyakorlatban. A 18. sza-
zadban a matematikusok ujfent nekilendiltek, és elkezdtek foglalkozni a par-
huzamossagi axioma kérdésével. Giovanni G. Saccheri (1667-1733) 1733-ban,
Johann H. Lambert (1728—1777) 1766-ban, majd Adrien M. Legendre (1752—
1833) 1800-ban készitett értékes hozzajarulast ehhez a gondolathoz. Hozzajuk
hasonlo el6futarnak tekintend6 Bolyai Farkas (1775-1856) is.” Ez a csopott in-
kabb a 11. axiémanak a t&bbibdl vald levezethetdségével foglalkozott.

A 19. szazadi tudosok mar megsejtették, hogy masfajta geometria is van az
cuklideszi geometria mellett. Ferdinand K. Schweikart (1780-1859) 1818-ban,
Franz A. Taurinus (1794-1874) pedig 1826-ban jutottak erre a gondolatra.® Carl
F. Gauss (1777-1855) is csak a sejtés szintjén vélekedett e dologban, de nem
tekinthetd a hiperbolikus geometria felfedezGjének.” A felfedezés érdeme egyér-
telmden Bolyai Janosé (1802—1860) és Nyikolaj Lobacsevszkijé (1792-1856), akik
egymastol fuggetlentl jutottak ugyanarra a kbvetkeztetésre. Bolyai hamarabb fel-
fedezte, Lobacsevszkij pedig hamarabb publikalta.

Szeretnénk végre tudni, mi ennek a felfedezésnek a lényege? Mi itt f6ként
Bolyai Janos gondolkodasat fogjuk kovetni. E16bb azonban ismerjitk meg életét
és sorsat.

® A hirom példa forrisa: Gabos Zoltin: Mit adott a fizikanak Bolyai Janos? In: Kapitany
Katalin — Németh Géza — Silberer Vera (szerk.): Bolyai emlékkinyy Bolyai Janos 200. sziietésnapjara.
Vincze Kiadé, Budapest 2004, (267-281) 268.

" Bolyai Farkas a Tentamen cim@ f6 mévében szamol be mindazokrdl a kisérleteirSl, amelyeket
az 5. posztulatum bizonyitasa érdekében tett, és felsorolja az azt helyettesits atfogalmazasokat.

8 A torténeti adatokat jobbara Gabos Zoltan ésszefoglalasabél vettiik. V6. Gabos Zoltan:
Mit adott a fizikinak Bolyai Jinos? 268—269.

9 Szénassy Barna megvizsgalta Carl F. Gauss azon ,,munkéssagat”, amely a nem euklideszi
geometridra vonatkozik, de nem talalt arra utalé jeleket, hogy ezen a téren valamit is tett volna.
V6. Szénassy Barna: Megjegyzések Gauss nem euklideszi geometriai eredményeihez. In: Kapitany
Katalin — Németh Géza — Silberer Vera (szerk.): z z. 111-120. Prékopa Andras is ebbe a cso-
portba sorolja Gausst. V6. Prékopa Andras: Bolyai Janos felfedezésének el6zményei és utéha-
tasa. In: Kapitany Katalin — Németh Géza — Silberer Vera (szerk.): 7 7. (93-110), 98.
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Bolyai Janos életutja roviden

1802. december 15-én sziiletett Kolozsvarott kisnemesi székely csaladban.
Edesanyja Arkosi Benké Zsuzsanna, édesapja pedig Bolyai Farkas volt, akit 1804-
ben megvalasztottak a Marosvasarhelyi Reformatus Kollégium matematika—
fizika—kémia professzorava. Janos fiuk zenei és matematikai tehetsége mar koran
megmutatkozott. A Marosvasarhelyi Reformatus Kollégiumban gyorsan haladt
a tanulmanyaival, és 16 évesen beiratkozhatott a bécsi Csaszari és Kiralyi Had-
mérnoki Akadémiara. Haszéves volt, amikor elvégezte itteni tanulmanyait. A te-
mesvari eréditményhez osztottak be. Magas szinten hegediilt és jol vivott. Mar
az akadémiai évei alatt is foglalkozott a 11. axioma kérdésével. A paralellak iranti
érdekl6dése édesapjatol szarmazik, s bar 6 6vta a fiat attdl, hogy ezzel a témaval
foglalkozzék, temesvari katonatiszti szolgalata alatt megoldotta a parhuzamos-
sagl axioma kérdését, és 1823. november 3-an keltezett levelében ezt ekképpen
irta meg édesapjanak: ,,a semmibdl egy ujj mas vilagot teremtettem”. Idekivan-
kozik, hogy mivel széles kori tajékozottsaga révén a keresztyénség azon alapvetd
tanitasat is ismerte, amelyet a ,,creatio ex nihilo”, tehat a ,,semmibél valé terem-
tés” foglal 6ssze, nyilvanvald, hogy ennek mintajara fogalmazhatta meg az imént
idézett hires mondatat.!” Marmost a folfedezését 6 le is irta latinul 1825-ben.
Edesapja is irt egy kétkotetes matematikai mdvet Tentamen cimmel, amely tan-
konyvil szolgalt Marosvasarhelyen. Ennek els6 kotetéhez csatolva jelentették meg
Appendix-ként Bolyai Janos nemeuklideszi geometriajara vonatkoz6 mavét 1832-
ben. El6tte killonlenyomatban is megjelent, és ezt 1831-ben Gaussnak is elkiild-
ték. Bredetileg ezt a cimet viselte: Scientia Spatii, azaz: A tér tudomdnya."!

Bolyai Janos élete tele volt zokkendkkel. Egyébként cséndes, jambor ember volt.
Mar 30 éves koratol betegség gyotorte, s alig volt nyugalmas ideje az alkotasra.
A magyarorszagi matematikusok kozott nem akadt méltd szellemi partnere, aki

10°A ,,semmibél egy ujj mas viligot teremtettem” megallapitis, amelyet az édesapjahoz irt le-
velében olvashatunk, csupan egyfajta hangsulyozasa lehet a felfedezése horderejének. A kifeje-
zést 6 nem vehette mashonnan, mint a creatio ex nibilo keresztyén tanitas kéréb6l. Ez tudomanyos
értelemben nem allja meg a helyét, mert a Bolyai-féle felfedezésnek éppen az a lényege, hogy
6 nem a ,,semmibdl”, hanem a mar meglévo euklideszi axidémarendszerbdl hozott el6 Gjat. Ami-
kor ugyanis a hiperbolikus geometriaban a parhuzamossagi sz6g eléri a derékszoget, az egész
rendszer atmegy az euklideszi geometridba és annak specialis esetévé valik.

W Az Appendix fedelén mar a hosszabb cim jelent meg latinul: Appendix, Scientiam Spatii absolute
veram exhibens; a veritate ant falsitate Axiomatis XI. Euclidei (a priori haud unguam decidenda) indepen-
dentemy; adjecta ad casum falsitatis, quadratura circnli geometrica. Magyarul: Appendix, a tér abszolit igag,
tudomdnya; a X1. Enklidész-féle axidma (a priori soba el nem dinthetd) helyes, vagy téves voltitdl fiiggetlen
tdrgyaldsban; annafk téves volta esetére a kir geometriai négyszogesitésével. V6. Prékopa Andras: Bolyai Jdnos
Sforradalma, 13.
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mivének jelentéségét idejében felismerte volna. Amig élt, Eurépaban sem érett
meg az id6 erre. Csak joval halala utan kezdték folfedezni gondolatainak értékét,
amint ez Riemann esetében is igy volt.

Bolyai Janos Orban Rozaliaval kotott hazassagabol két gyermek sziiletett,
Dénes és Amalia. Egyenetlen hazassaguk késébb fel is bomlott. Elhagyatottsag-
ban halt meg 1860-ban, Marosvasarhelyen. Temetésén harom ember vett részt,
és egy katonai diszkiséret. A reformatus egyhaz halotti anyakonyvébe a lelkész
ezt a bejegyzést tette: ,,Hires nagyelméji mathematicus volt, az els6k kozott is
elsé. Kar, hogy talentuma hasznalatlanul asatott el.”!* Ennél a két mondatnal ma
sem tudnank jobban 6sszefoglalni életének tanulsagait és magyar nemzetiinknek
52016 tizenetét.

A modellvaltas 1ényege

A 11. axiéma lényegében azt allitja, hogy egy egyenesen kiviil fekvé ponton
keresztil, az altaluk meghatarozott sikban egy parhuzamos egyenes hizhaté.
Bolyai Janos meglatott egy sarkalatos tényt: ez az axiéma olyan szerepet jatszik
az euklideszi geometriaban, hogy nem enged kilépni bel6le. Itt Gabos Zoltan na-
gyon lényeges megallapitast tesz:

,»Az axiémanak sajatos, elkiilonitett szerepe van az euklideszi keretben, mivel a ben-
ne foglalt allitds hangsulyozza, régziti az euklideszi jelleget. Egyben egy olyan me-
revitéelemet képviselt, amelyik akadalyozza az euklideszi rendszerbdl valé kilé-
pést. Az akaddly eltdvolitdsa nyitott utat egy uj, logikailag lehetséges geometria és

egyben egy 4j térmodell felé.”!?

Ez az axiéma szinte bezatja, lezatja azt a rendszert. Ugy is fogalmazhatnank:
nem lebet bebizonyitani, hogy a 11. axidma az, elo30 113, axiomdinafk kovetkezménye. Ha pedig
ez igy van, akkor batran el lehet hagyni és egy masik allitassal helyettesiteni. Ezt
Bolyai meg is tette, és az 4j axioma révén nem kevesebbet allitott, mint azt, hogy
az egyenesen kivil 1évé ponton keresztil a sikjukban végtelen sok parhuzamos
huzhaté. Ez éppen annyira elképeszt6 allitas, mint amikor Einstein tekintet nél-
kil mindenre allandénak mondta ki a fénysebességet. Bolyai Janos megdobbenté
allitasa azt eredményezte, hogy végre kiléphetett az euklideszi rendszerbdl, s ez
egy olyan folyamatot inditott el a matematika fejlédésében, amely lényegében
mindmaig tart. Felnyitotta a zart vilagot.

12 Puskas Ferenc: El6hang a Bolyai-emlékkényvhoz. In: Puskas Ferenc — Tibad Zoltan (szerk.):
Bolyai emlékkionyv. Bolyai Janos sziiletésének 200 éves évforduldjara. Exdélyi Magyar Mszaki Tudoma-
nyos Tarsasag, Kolozsvar 2003, (7-13) 11-12.

13V6. Gabos Zoltan: Mit adott a fizikinak Bobyai Jdnos? 269.
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Itt nem foglalkozhatunk a dolog konkrét matematikai részleteivel, csak azt
emlitjiik meg, hogy végiil is az 4j geometriaban egy hiperbolikus algebrai kife-
jezés szerepel, s ezért kapta a hiperbolikus geometria nevet. Ennek matematikai
szempontu lefrasat Kiss Elemér alapjan foglaljuk 6ssze, aki az Appendix 29. pa-
ragrafusara hivatkozva az alabbi abrat, illetve magyarazatot kozli:

i X
clgy=et »Ahol PT=x, m(TPQ sz6g)=u az x ti-

P . .o T
volsaghoz tartoz6 parhuzamossagi szog,

¢ az BEuler-féle szam (¢=2,718...), £ pe-
dig egy, a teret jellemzd pozitiv valds

szam.’ 14

T

Hataresetben ez a geometria atmegy az euklideszi geometriaba.

A Bolyai-geometria jovébe mutaté jelentésége

Jelentéségét tekintve a Bolyai és Lobacsevszkij altal létrehozott 4j geometriai
szemlélet, illetve tudomanyos batorsag tovabbi eredményekhez vezetett. Az ut
kétfelé agazott.

Az egyik nagy jelentéségli mozgas a matematika tobb tertletén az axiomatiza-
las bevezetését vetette f6l. Ebben éppen az az érdekes, hogy a Bolyai-féle gon-
dolkodas alapjaban véve megszintette a more geometrico mindenre kiterjedd, 6rok
érvényét, de egyuttal folhivta a figyelmet az axiomatizalas helyes hasznalatara is.
Tovabb mar nem kellett tartani attdl a kovetkezménytdl, hogy az axiémak csupan
egy merev keretet biztositanak a tudomanyos gondolkodas szamara, hanem in-
kabb olyan szerepet toltenek be, amely altal rendet teremtenck az egyes tertile-
teken. Ha pedig tovabb szeretnénk 1épni egy axiomatikusan rendezett tertletrdl,
mert a rendszeriink zartnak mutatkozik, meg kell talalni azt a ,,merevité” elemet,
amely nem enged kilépni a rendszerbdl, és azt oly mdédon kell helyettesiteni egy
masikkal, hogy a korabbi igazsagok ne sériiljenek, ugyanakkor tovabb lehessen
lépni egy nyitottabb vilagba. Ez t6rtént a matematika j6 néhany tertletén, mint
példaul az algebraban és a szamelméletben, de tovabbi 1épések torténtek a geo-
metria terén is.”” Ezt David Hilbert (1862-1943) oldotta meg 1899-ben.

Az elinditott folyamat masik nagy aga megmaradt a geometria berkeiben, és
Bernhard Riemann (1826—1866) nevéhez kotédik. O még megérte azt, hogy Gauss
haléla el6tt két évvel benyujtotta a habilitacids téziseit, amelyek kozil kett6t mar

4 A részletesebb magyarazatot 1d. Kiss Elemér: Matematikai kincsek Bolyai Janos kéziratos ha-
gyatékdbdl. Akadémiai Kiadé — Typotex Kiadd, Budapest 2005, 21.
15V6. Prékopa Andras: Bolyai Janos felfedexésének eldzményei és utohatdsa, 106.
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kidolgozott, de Gauss éppen a harmadikra mutatott ra, amellyel még nem volt
készen.' Ezt is kidolgozta, és ezaltal egy olyan nagy hatasi muvel ajandékozta
meg a matematikat, amely késébb az Einstein-féle relativitaselmélet alapjaul szol-
galt. A mi a geometria alapjaival foglalkozott.'” 1854-ben Riemann sikerrel tette
le a vizsgajat, Gauss pedig a kovetkez6 évben halt meg. A tudomanyos vilag valo-
szintileg ennek a minek a jelentéségét sem igen fogta £6l, mert csak Riemann
1866-ban bekovetkezett korai halala utan két évvel adtak ki.'® Riemann igazabodl
Gauss feltletekkel foglalkoz6 geometriai elképzelését altalanositotta. Még 6 ma-
ga sem igen ismerte a Bolyai és Lobacsevszkij altal mar kidolgozott hiperbolikus
geometriat, de ekkor még a tudomanyos kozvélemény el6tt sem volt eléggé is-
mert, illetve elismert. A dolog lényege az, hogy Riemann a pozitiv gérbiiletd feli-
letekkel foglalkozott, a hiperbolikus geometria pedig a negativ gorbiilett felilet-
nek felel meg. Szamunkra tgy tlnik, hogy Gauss mindkét esetben politikusan
jart el, nem allt ki hatarozottan sem a Bolyai—Lobacsevszkij-geometria, sem pedig
a Riemann-geometria mellett. Eltdnédhetink azon, hogy vajon 6 mennyire latta
ezeknek jovot formal6 hatalmas lehet6ségét.

Osszegzés

Osszegzésképpen valamilyen megnyugtaté dolgot szeretnénk mondani. Lat-
tuk, hogy milyen forradalmi jelleg@ volt a Bolyai és Lobacsevszkij geometridja, "
¢és hogy ezen a forradalmi dton haladva jelent meg Bernhard Riemann még alta-

16 Bz is rendkiviil érdekes térténet. Riemann levelet irt egyik testvérének, és leirta, hogy sor-
rend szerint a habilitaciés el6adasra javasolt els6 két tételét mar kidolgozta, mert altaldban mindig
az elsé tételt szoktak kérni a vizsgan. Most Gauss éppen arra a harmadikra mutatott r, amelyet
Riemann még nem dolgozott ki, csak megsejtett benne valami jelent6s eredményt. Riemann azt
irta a testvérének, hogy ,,most vagyok aztan bajban, mert még ezt nem dolgoztam ki”, de az id6
stirget. Osszeszedte minden szellemi erejét, kidolgozta a harmadik javasolt eléadasat, s 1am, kide-
rilt, hogy az nem volt mas, mint egy Gjabb geometriai teriilet megalapozasa, amely nélkil Einstein
nem tudta volna kidolgozni a relativitaselméletét.

7V6. Szente Janos: A hiperbolikus geometria és a Riemann-geometria kapcsolata. In: Kapitany
Katalin — Németh Géza — Silberer Vera (szerk.): 7 7. 308-309. Riemann habiliticiés mivének
cime: Uber die Hypothesen welche der Geometrie 3u Grunde liegen. [Riemann, Bernhard: Uber die Hypo-
thesen, welche der Geometrie zugrunde liegen. In: Abbandlungen der Koniglichen Gesellschaft der Wis-
senschaften zn Gottingen 13. (1868), 133—150.]

' Uo. 308.

19 Parizsban, 1894-ben a Matematikai Tudomanyok Nemzetkozi Bibliografiai Kongresszusa
az Uj geometriat, amelyet mi is gyakran hiperbolikus geometrianak hivtunk, ,,Bolyai—Lobacsevszkij-
geometria’-nak nevezte el. Korabban még Gauss neve is szerepelt a hiperbolikus geometria fel-
fedez6i kozott, de ettdl kezdve helyesen iktattdk ki az 6 nevét. V6. Kalman Attila: Bevezetd
Bolyai Janos 4j, mas vildgaba. In: Természer Vildga 133. (2003), 1. kiilénszam, Bolyai-emlékszam,
(38-43) 43.
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lanosabb szemléleti geometriaja. Egyiknek sem volt donté sikere, mert még nem
ismerték ol a jelentéségiiket. Prékopa Andras matematikus megallapitasa szerint
akkor még senki nem gondolta, hogy

»|---] @ geometria és a valdsag lehet kiilonb6z6, hogy a geometria felfoghaté az
absztrakt elméletek egy osztlyanak, nem mondva le az alkalmazas igényérdl, mert
Onkényesen is értelmezhetS struktirai ugyanolyan médon vizsgalhatok, mint pl.

a fuggvények, vagy méas matematikai objektumok.”?

A mindennapi szemlélet ugyanis azt sugallja, hogy a korilottink 1évé vilag euk-
lideszi, azaz pontok, egyenesek és sikok segitségével irhato le. Kant is ezt tani-
totta, és tekintélyével erre terelte még a tuddésok figyelmét is.?! Bolyai viszont
élesen biralta Kant térrel kapcsolatos gondolatait:

,»A kiilbnben sok érdemt, és szépelméji Kant alaptalan, s helytelentil elficamod-
va azt az értelmetlen tant tanalta is allitani: hogy az (r [...] nem 6nall6-mi, hanem

csak nézlet vagy latvanyaink idomja.”?*

Nem sokkal ez utan tortént egy Gjabb korszakos 1épés a fizikaban, amikor is
Maxwell megmagyarazta az elektromagneses erétér 1étezését, sét ennek a torvé-
nyét is felirta a hires parcialis differencialegyenletek segitségével. Einstein ezt ugy
jellemezte, hogy Maxwell egy 4j valésagot tart £6l az elektromagneses erétér be-
vezetésével, magyarazataval. Ekkor kezd8do6tt a gravitacio erétérként valo felfo-
gasa is, ugyanis el6tte csak annyit tudtak, hogy ,,tavolbahatasrdl” van sz6. Még
Newton is csak annyit gondolt a gravitaciérol, hogy az nem mas, mint “action at
a distance”.

Ma mar valéban masként latjuk a tér valdsagat, hiszen az altalanos relativitas-
elmélet kapcsan allithatjuk, hogy éppen a tér az a valosag, amely ilyen vagy olyan
tulajdonsagokat mutat. Tehat nem csupan a képzeletiinkben van meg, miként
azt Immanuel Kant gondolta, hanem val6sagos természetelemként mutatkozik.
Bolyai Janos valéjaban arra mutatott ra a maga bator 1épésével, hogy logikailag
lehetséges a nem euklideszi geometria is, méghozza tobb fajta, és ezek barmeny-
nyire is absztrakt geometriak, mégis kapcsolatba hozhatdk a valésagos fizikai vi-
laggal. Ezért helyénval6 a Bolyai—Lobacsevszkij-szemléletet a geometria koperni-
kuszi fordulatanak nevezni, ugyanis magaban hordozza azt a lehet6séget, amely
szerint mogotte egy addig nem ismert, Gj valosag 1étezik. Amikor George Bruce

20 Prékopa Andras: Bolyai Jdanos forradalma, 12—13.

2 Tsbben megjegyzik, hogy valészinileg Gauss sem akart a kantianus vildg ellen allast fog-
lalni.

22 1dézi Gabos Zoltan: Mit adott a fizikdnak Bolyai Janos? 274.
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Halsted professzor 1891-ben angolra forditotta Bolyai ) térelméletét, az el6szo-
ban ezt irta: ,,Ez a huszonnégy oldal a legrendkiviilibb két tucat oldal a gondol-

kodais torténetében.””?

Zarogondolatok

Azzal, hogy Bolyai Janos és Nyikolaj Lobacsevszkij folnyitottak Euklidész zart
vilagat, az egzakt tudomanyok korében egy olyan folyamatot inditottak el, amely
programot adott a 20. szazadnak. E program megvalositasa kapcsan mondta
Einstein:

,,Fizikai okokbol bizonyosnak tlnt, hogy a metrikus tér egyuttal a gravitacios tér
is. Minthogy a gravitaciés teret a tdmegek konfiguracidja hatarozza meg, ezért
a tér geometriai szerkezete fizikai tényez6ktdl fiige. A tér tehat ezen elmélet sze-

rint [...] nem abszolut tobbé, hanem szerkezete fizikai hatdsoktol figg.”?*

Ez egy olyan tizenet, amelynek Bolyai nagyon 6rtlt volna, de voltaképpen
6 inditotta el tjara ezt a folyamatot a zart axiomatikus vilag felnyitasaval. O volt
az elsé a tudomanytorténet soran, aki egy olyan allitast fogalmazott meg, amely
teljesen ellentétes volt a racidval, azaz hogy az egyenesen kivil 1évé ponton
keresztiil nemcsak egy parhuzamos egyenes huzhaté. Ezt a képtelenséget kbvette
késébb Einstein batorsaga is a fény allandoé sebességének feltételezésével, és mind-
kett6bol hatalmas eredmény szarmazott az utokorra. Ilyen értelemben a kalvinista
székely Bolyainak tényleg igaza volt, amikor azt irta édesapjanak: ,,a semmibdl
egy uj, mas vilagot teremtettem”.
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* k%

Most of the things we learned about geometry in school were part of a world of knowledge
based on the Euclidean axioms. That kind of knowledge, however, is not sufficient to understand
all the laws and structures of nature. There are unique curved surfaces that can only be described
using non-Fuclidean geometry. This new form of geometry was discovered by Janos Bolyai in
1823, an excellent student of the Reformed College of Marosvasarhely in Transylvania. Through
his achievement, he opened the former axiomatic Euclidean world to new possibilities, and at

the same time, raised universal scientific thinking to a new level.

Keywords: Euclidean geometry, axioms, postulates, hyperbolic geometry, opening of closed

systems.





